                             Лекция 8





               СИСТЕМЫ  ЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ





            ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ





       Однородной системой m линейных алгебраических уравнений для


n неизвестных называется система уравнений вида               � EMBED Equation.2  ���  или в матричном виде � EMBED Equation.2  ���.


 


Здесь � EMBED Equation.2  ��� - заданная матрица коэффициентов


размеров  m x n , называемая основной матрицей системы, 


� EMBED Equation.2  ���- вектор-столбец неизвестных высоты n, � EMBED Equation.2  ��� - нулевой


столбец высоты m.





      Теорема 1. Совокупность P всех решений однородной системы


уравнений (1) является линейным пространством, которое представляет


собой подпространство линейного пространства � EMBED Equation.2  ��� всех вектор-столбцов


высоты n.





     Определение 1. Базис линейного пространства решений однородной


системы уравнений (1) называется фундаментальной совокупностью


решений (сокращенно ФСР).





     Теорема 2. Размерность пространства решений однородной системы


уравнений (1) равна � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� - число неизвестных и � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 3. Вся совокупность решений однородной системы уравнений


описывается формулой � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� -


произвольные числа из поля K, а � EMBED Equation.2  ���- фундаментальная совокупность решений.





     Определение 2. Система уравнений называется совместной,


если она имеет хотя бы одно решение.





     Следствие теоремы 3. Если ранг матрицы А равен числу n, то


система (1) не имеет ненулевых решений; если же ранг матрицы А


меньше n, ненулевые решения системы (1) заведомо существуют; в этом


и только в этом случае данная система нетривиально совместна.




















              НЕОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ








     Рассмотрим неоднородную систему уравнений 





  (2)                 � EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ���- столбец правых частей,� EMBED Equation.2  ���- столбец неизвестных,


� EMBED Equation.2  ��� - соответственно


основная и расширенная матрицы системы (2).


      


      Теорема 4 (теорема Кронекера и Капелли). Неоднородная система


уравнений (2) совместна тогда и только тогда, когда � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 5. Общее решение неоднородной  системы линейных


уравнений (2) имеет вид � EMBED Equation.2  ���, где


� EMBED Equation.2  ��� - некоторое решение системы (2) (частное решение системы (2)),


� EMBED Equation.2  ��� - общее решение однородной системы (1).





                  Примеры





1. Для однородной системы линейных уравнений


    � EMBED Equation.2  ���   найти ФСР и общее решение.


    Решение. Составим основную матрицу системы и вычислим ее ранг:


� EMBED Equation.2  ���.


Поскольку ранг основной матрицы равен 2 и базисными являются первая и вторая строки, то третье и четвертое уравнение системы являются 


комбинациями первых двух уравнений и их можно отбросить. Базисными являются неизвестные � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ��� - свободные неизвестные.


Исходная система равносильна следующей:


        � EMBED Equation.2  ���.


Полагая � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� - произвольные постоянные, получим из системы


� EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���.


Таким образом фундаментальная совокупность решений для данной системы


имеет вид � EMBED Equation.2  ���.


2. Найти общее решение системы уравнений


          � EMBED Equation.2  ���.


   Решение. Вначале проверяем выполнение условия совместности


системы (теорема Кронекера и Капелли): � EMBED Equation.2  ���.


Выбрав тот же базисный минор, что и в предыдущем примере, запишем


равносильную систему � EMBED Equation.2  ���. Полагая � EMBED Equation.2  ���, найдем � EMBED Equation.2  ��� , что дает частное решение


исходной  неоднородной системы � EMBED Equation.2  ���. Общее решение этой


неоднородной системы имеет вид � EMBED Equation.2  ���, где


� EMBED Equation.2  ��� фундаментальная совокупность решений соответствующей однородной системы, найденная в предыдущем примере.


