                         Лекция 1





                    Алгебра матриц





    Определение 1. Матрицей размерности m x n называется совокупность


mn чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы из m строк и n


столбцов. Если m=n, то матрица называется квадратной, а число n 


называется ее порядком.


    Для обозначения матриц приняты прописные латинские буквы, а для


обозначения элементов матриц - строчные:


            � EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ��� - элемент матрицы � EMBED Equation.2  ���, стоящий в строке с номером � EMBED Equation.2  ���и в столбце с номером � EMBED Equation.2  ��� . 


    Определение 2. Две матрицы А и В одинаковой размерности m x n


называются равными, если � EMBED Equation.2  ��� при всех � EMBED Equation.2  ���.


    Элементы � EMBED Equation.2  ���образуют главную диагональ квадратной


матрицы порядка n, а элементы � EMBED Equation.2  ��� - побочную диагональ.


    Матрицу, состоящую из одного столбца, будем называть


вектор-столбцом высоты m и обозначать� EMBED Equation.2  ���. Матрицу, состоящую из


одной строки, будем называть вектор-строкой длины n и обозначать


� EMBED Equation.2  ���.





              Матрицы специального вида





1) Квадратная матрица называется верхней треугольной матрицей, если � EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ���. Квадратная матрица называется нижней треугольной


матрицей, если � EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ��� . 


2) Квадратная матрица, у которой � EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ���, называется 


диагональной. Если у диагональной матрицы � EMBED Equation.2  ���, то она


называется скалярной. И, наконец, если у скалярной матрицы � EMBED Equation.2  ���, то


она называется единичной матрицей и обозначается � EMBED Equation.2  ���. 


3) Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой и


обозначается � EMBED Equation.2  ���.


    Аналогично треугольным матрицам вводятся верхняя трапецевидная и


нижняя трапецевидная матрицы.





              Примеры





1) � EMBED Equation.2  ���  -                2) � EMBED Equation.2  ��� -


  - верхняя треугольная матрица,     - нижняя трапецевиднаяя матрица.





     Матрицу � EMBED Equation.2  ��� можно разбить системой вертикальных и горизонтальных


прямых на части, которые при этом рассматриваются как матрицы низших


порядков и называются блоками  или клетками матрицы � EMBED Equation.2  ���. Сама матрица,


элементами которой служат блоки, называется блочной или клеточной


матрицей. Общая запись блочной матрицы имеет вид


             � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� - клетка-матрица, расположенная в i-ой клеточной строке и


j-ом клеточном столбце. 


           








                 Операции над матрицами





    Определение 3. Суммой матриц � EMBED Equation.2  ���и � EMBED Equation.2  ��� одной и той же


размерности m x n называется матрица � EMBED Equation.2  ��� той же размерности m x n,


элементы которой равны � EMBED Equation.2  ���.





    Определение 4. Произведением матрицы А на число � EMBED Equation.2  ��� называется 


матрица D той же размерности , элементы которой равны � EMBED Equation.2  ���.





    Определение 5. Произведением � EMBED Equation.2  ��� матрицы � EMBED Equation.2  ��� размерности


m x n на матрицу � EMBED Equation.2  ��� размерности n x p называется такая матрица


� EMBED Equation.2  ���размерности m x p , элементы которой вычисляются по формуле


             � EMBED Equation.2  ���.


(правило "строка на столбец").


    Определение 6. Матрица � EMBED Equation.2  ��� размерности n x m называется


транспонированной по отношению к матрице � EMBED Equation.2  ��� размерности m x n, если


           � EMBED Equation.2  ���.


Это определение означает, что столбцы матрицы � EMBED Equation.2  ��� становятся строками


транспонированной матрицы � EMBED Equation.2  ���.





                     Примеры





1) � EMBED Equation.2  ���.





2) � EMBED Equation.2  ���.














3) Пусть имеется два потребителя, три поставщика, два вида продукции.


   � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ��� - доля продукции, которую j-ый производитель отправляет


i-ому потребителю, � EMBED Equation.2  ���- объем к-ого товара, производимого j-ым


производителем. Найдем матрицу � EMBED Equation.2  ���, для которой � EMBED Equation.2  ���- объем к-ого продукта, который получит i-ый потребитель. Можно убедиться в том, что � EMBED Equation.2  ���.


4) � EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���.














5) Пусть � EMBED Equation.2  ���.


Итак, � EMBED Equation.2  ��� , то есть данные матрицы не коммутируют.


6) Пусть � EMBED Equation.2  ���. Тогда � EMBED Equation.2  ���.


Данные матрицы коммутируют.











            Свойства операций над матрицами





Для любых матриц � EMBED Equation.2  ��� одинаковых размеров справедливы равенства:


1) � EMBED Equation.2  ��� (коммутативность сложения матриц),


2) � EMBED Equation.2  ��� (ассоциативность сложения матриц).





Для любых матриц � EMBED Equation.2  ��� одинаковых размеров и любых чисел � EMBED Equation.2  ���


справедливы следующие равенства  -  свойства операции умножения


матрицы на число:


1) � EMBED Equation.2  ���, 2) � EMBED Equation.2  ���, 3) � EMBED Equation.2  ���.





Операция умножения матриц обладает следующими свойствами:


1) � EMBED Equation.2  ��� (ассоциативность умножения матриц),


2) � EMBED Equation.2  ��� (дистрибутивность),


3) � EMBED Equation.2  ���.





Операция транспонирования матриц обладает следующими свойствами:


1) � EMBED Equation.2  ���, 2)� EMBED Equation.2  ���, 3)� EMBED Equation.2  ���, 4)� EMBED Equation.2  ���.














                Задачи





1. Вычислить произведение матриц:


а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ���; в) � EMBED Equation.2  ���;


г) � EMBED Equation.2  ���; д) � EMBED Equation.2  ���.





2. Вычислить выражения:


   а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ���; в) � EMBED Equation.2  ���.





3*. Вычислить � EMBED Equation.2  ���, используя равенство


            � EMBED Equation.2  ���.





4. Найти все матрицы, коммутирующие с матрицей:


   а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ���; в) � EMBED Equation.2  ���.





5. Вычислить коммутатор � EMBED Equation.2  ���:


а) � EMBED Equation.2  ���; б) � EMBED Equation.2  ��� .� 
