                             Лекция 13





                 КВАДРАТИЧНЫЕ И� EMBED Equation.2  ���БИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ





     Определение 1. Числовая функция � EMBED Equation.2  ���, аргументами которой


являются всевозможные элементы � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� вещественного линейного


пространства � EMBED Equation.2  ���, называется билинейной формой, если для любых


� EMBED Equation.2  ��� и любого вещественного числа � EMBED Equation.2  ��� выполняются соотношения:


            � EMBED Equation.2  ���;


            � EMBED Equation.2  ���;


            � EMBED Equation.2  ���; 


            � EMBED Equation.2  ���.





     Иными словами, билинейная форма представляет собой числовую функцию двух векторных аргументов, линейную по каждому из ее


аргументов.





     Определение 2. Билинейная форма � EMBED Equation.2  ��� называется симметричной, 


если для любых элементов � EMBED Equation.2  ��� выполняется соотношение


                � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 3. Билинейная форма называется кососимметричной


(антисимметричной), если для любых элементов � EMBED Equation.2  ��� выполнется


соотношение    � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 1. Билинейная форма � EMBED Equation.2  ��� при заданном в n-мерном


линейном пространстве базисе � EMBED Equation.2  ��� может быть однозначно


представлена в следующем виде:


(1)                    � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� - координаты в базисе � EMBED Equation.2  ��� векторов � EMBED Equation.2  ���


соответственно.


     Определение 4. Матрица � EMBED Equation.2  ���, составленная из


чисел � EMBED Equation.2  ��� называется матрицей билинейной формы � EMBED Equation.2  ��� в


данном базисе � EMBED Equation.2  ���, а представление (1) называется общим видом


билинейной формы в n-мерном линейном пространстве.





     Теорема 2. Матрицы � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� билинейной формы � EMBED Equation.2  ��� в базисах


� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� связаны соотношением


                     � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� - матрица перехода от базиса � EMBED Equation.2  ��� к базису � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 5. Рангом билинейной формы, заданной в конечномерном


линейном пространстве � EMBED Equation.2  ���, называется ранг матрицы этой формы в произвольном базисе пространства � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 3. Ранг билинейной формы не зависит от выбора базиса.





     Определение 6. Билинейная форма � EMBED Equation.2  ���, заданная в линейном


n-мерном пространстве, называется невырожденной (вырожденной), если


ее ранг равен n (меньше n).





     Определение 7. Квадратичной формой называется числовая функция


� EMBED Equation.2  ��� одного векторного аргумента, которая получается из


симметричной билинейной формы � EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ���:


 (2)           � EMBED Equation.2  ���.


     Заметим, что формулы (1) и (2) могут быть записаны и в матричном 


виде: � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 8. Квадратичная форма � EMBED Equation.2  ��� называется


1) положительно (отрицательно) определенной, если для любого 


   ненулевого элемента � EMBED Equation.2  ��� выполняется неравенство


             � EMBED Equation.2  ���;


2) знакопеременной, если существуют такие элементы � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, что


             � EMBED Equation.2  ���;


3) квазизнакоопределенной, если для всех элементов � EMBED Equation.2  ���


             � EMBED Equation.2  ��� или  � EMBED Equation.2  ���,


   но имеется отличный от нулевого вектор � EMBED Equation.2  ���, для которого


                   � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 9. Базис, по отношению к которому квадратичная


форма представима в виде


(3)           � EMBED Equation.2  ���


называется каноническим базисом, при этом коэффициенты � EMBED Equation.2  ��� называются каноническими коэффициентами. При этом вид (3) называется


каноническим видом квадратичной формы.





     Определение 10. Линейным невырожденным преобразованием переменных называется преобразование


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���  или в матричной записи � EMBED Equation.2  ���,


. . . . . . . . . . . .


� EMBED Equation.2  ���





                где � EMBED Equation.2  ���.











Будем рассматривать данное преобразование, как преобразование


координат вектора � EMBED Equation.2  ���,


связанное с переходом от базиса � EMBED Equation.2  ��� к базису


� EMBED Equation.2  ��� по формуле � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� - невырожденная


матрица перехода (матрица линейного преобразования).





     Теорема 4. Для любой квадратичной формы существует линейное невырожденное преобразование переменных, приводящее ее к каноническому виду.





       Метод Лагранжа (выделения полных квадратов)





     Продемонстрируем применение данного метода на конкретных примерах, когда требуется привести квадратичную форму к каноническому виду и указать соответствующее преобразование переменных.


    


     Пример 1.


� EMBED Equation.2  ���


              � EMBED Equation.2  ��� . 


Преобразование переменных � EMBED Equation.2  ���.





     Пример 2.


� EMBED Equation.2  ���


           � EMBED Equation.2  ���.


Преобразование переменных � EMBED Equation.2  ��� или


                          � EMBED Equation.2  ���.





     Канонический вид квадратичной формы, так же как и линейное невырожденное преобразование переменных, которое приводит квадратичную форму к каноническому виду, определяются неоднозначно.


Однако при этом справедлив закон инерции квадратичной формы:


число слагаемых с положительными каноническими коэффициентами и число слагаемых с отрицательными каноническими коэффициентами постоянно и не зависит от конкретного линейного невырожденного преобразования, приводящего квадратичную форму к каноническому виду.





     Определение 11. Линейное преобразование переменных называется


ортогональным, если его матрица является ортогональной.





     Теорема 5. Для любой квадратичной формы � EMBED Equation.2  ��� 


с матрицей � EMBED Equation.2  ��� в ортонормированном базисе � EMBED Equation.2  ��� существует


ортогональное преобразование переменных � EMBED Equation.2  ���, приводящее эту форму к каноническому виду � EMBED Equation.2  ���. Здесь � EMBED Equation.2  ��� -


- собственные значения симметричного оператора � EMBED Equation.2  ���, имеющего в базисе


� EMBED Equation.2  ��� матрицу � EMBED Equation.2  ���, а матрица � EMBED Equation.2  ��� - матрица перехода от базиса � EMBED Equation.2  ��� к ортонормированному базису � EMBED Equation.2  ���, состоящему из собственных векторов


оператора � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���.











     Определение 12. Преобразование базисных векторов называется


треугольным, если оно имеет вид:


            � EMBED Equation.2  ���,


            � EMBED Equation.2  ���,


            � EMBED Equation.2  ���,


            . . . . . . . . . . .


            � EMBED Equation.2  ���.





Введем в рассмотрение угловые миноры матрицы � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ��� .





     Теорема 6 (метод Якоби). Если все угловые миноры � EMBED Equation.2  ��� отличны от нуля, то существует единственное треугольное преобразование, приводящее квадратичную форму к канонич
