                           Лекция 5








                    ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА








     Определение 1. Операция называется корректной относительно


некоторого числового множества К, если всякой паре чисел из этого


множества К  данная операция ставит в соответствие определенное


число из того же множества К.





     Определение 2. Числовым полем называется такое множество К


чисел, относительно которого корректны операции сложения, вычитания, 


умножения и деления (кроме деления на ноль).





     Основными примерами числовых полей являются: множество рациональных чисел � EMBED Equation.2  ���, множество действительных чисел � EMBED Equation.2  ���, множество


комплексных чисел � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 3. Множество � EMBED Equation.2  ��� элементов � EMBED Equation.2  ��� любой природы называется линейным пространством над полем К, если выполнены следующие требования:


А) Имеется правило, по которому любым двум элементам � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���


   множества � EMBED Equation.2  ��� ставится в соответствие третий элемент � EMBED Equation.2  ��� этого


   множества, называемый суммой элементов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� и обозначаемый


   символом � EMBED Equation.2  ���.


В) Имеется правило , по которому любому элементу � EMBED Equation.2  ��� множества � EMBED Equation.2  ���


   и любому числу � EMBED Equation.2  ��� из числового поля К ставится в соответствие


   элемент � EMBED Equation.2  ��� из этого множества, называемый произведением элемента


   � EMBED Equation.2  ��� на число � EMBED Equation.2  ��� и обозначаемый символом � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���.


С) Указанные два правила удовлетворяют следующим восьми аксиомам.





  А к с и о м ы  о п е р а ц и и  с л о ж е н и я  э л е м е н т о в:





   � EMBED Equation.2  ���  (коммутативность суммы элементов).


   � EMBED Equation.2  ���  (ассоциативность суммы).


   � EMBED Equation.2  ��� Существует элемент � EMBED Equation.2  ��� такой, что � EMBED Equation.2  ���


      (особая роль нулевого элемента).


   � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� существует противоположный элемент � EMBED Equation.2  ��� такой, что


               � EMBED Equation.2  ���.





  А к с и о м ы   о п е р а ц и и  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о:





   � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���  (особая роль числового иножителя 1).


   � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� (ассоциативность 


        относительно числовых множителей).





    А к с и о м ы,  с в я з ы в а ю щ и е  о п е р а ц и и  


     с л о ж е н и я  и  у м н о ж е н и я  н а  ч и с л о:





    � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���


      (дистрибутивность относительно суммы числовых множителей).


    � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���


      (дистрибутивность относительно суммы элементов).





     При введении понятия линейного пространства абстрагируются не


только от конкретной природы изучаемых объектов, но и от конкретного


вида правил образования суммы элементов и произведения элемента на число. Важно лишь, чтобы эти правила удовлетворяли восьми аксиомам,


входящим в определение 3.


     Элементы произвольного линейного пространства принято называть


векторами.





     Пример 1. Множество свободных векторов в трехмерном пространстве


является линейным пространством. Сложение векторов осуществляется по


правилу "параллелограмма". При умножении вектора на вещественное число � EMBED Equation.2  ��� длина этого вектора умножается на � EMBED Equation.2  ���, а направление при � EMBED Equation.2  ��� остается неизменным, а при � EMBED Equation.2  ��� - изменяется на противоположное.





     Пример 2. Множество � EMBED Equation.2  ���вектор-столбцов фиксированной высоты n


образует линейное пространство, если сложение векторов и умножение


вектора на число производится по формулам:


           � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.





     Пример 3. Множество � EMBED Equation.2  ��� всех функций � EMBED Equation.2  ���, определенных и непрерывных на сегменте � EMBED Equation.2  ���, образует линейное пространство, если� EMBED Equation.2  ���сложение таких функций и умножение их на вещественные числа определяются по обычным правилам математического анализа.





     Пример 4. Множество � EMBED Equation.2  ��� всех алгебраических многочленов степени,


не превышающей фиксированного натурального числа n, с операциями,


определенными так же, как и в примере 3, образует линейное пространство.





     Определение 4. Элемент � EMBED Equation.2  ��� называется линейной


комбинацией элементов � EMBED Equation.2  ��� с коэффициентами � EMBED Equation.2  ���





     Определение 5. Элементы � EMBED Equation.2  ��� называются линейно зависимыми,


если некоторая их линейная комбинация, не все коэффициенты которой равны нулю, равна нулевому элементу � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 6. Элементы � EMBED Equation.2  ��� называются линейно независимыми, если равенство � EMBED Equation.2  ��� имеет место тогда и


и только тогда, когда � EMBED Equation.2  ���.





     Определение 7. Упорядоченная совокупность n линейно независимых


элементов � EMBED Equation.2  ��� называется базисом линейного пространства � EMBED Equation.2  ���, если для любого � EMBED Equation.2  ��� существуют такие числа � EMBED Equation.2  ���, что


� EMBED Equation.2  ���. При этом данная линейная комбинация называется


разложением элемента � EMBED Equation.2  ��� по базису � EMBED Equation.2  ���, а числа � EMBED Equation.2  ��� -


координатами элемента � EMBED Equation.2  ��� в данном базисе.








     Определение 8. Натуральное число n называется размерностью


линейного пространства � EMBED Equation.2  ��� и обозначается символом � EMBED Equation.2  ���, если в данном линейном пространстве имеется n линейно независимых элементов,


а любые n+1  элементов линейно зависимы.


     Само пространство � EMBED Equation.2  ��� при этом называется n-мерным и обозначается


символом � EMBED Equation.2  ���.


     Если линейное пространство состоит из единственного элемента � EMBED Equation.2  ���,


то его называют тривиальным и обозначают символом � EMBED Equation.2  ���. Принято считать, что � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 1. В линейном пространстве существует единственный


нулевой элемент.





     Теорема 2. В линейном пространстве для каждого элемента существует единственный противоположный элемент.





     Теорема 3. Для любого элемента � EMBED Equation.2  ��� линейного пространства 


имеет место равенство � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 4. Для любого элемента � EMBED Equation.2  ��� линейного пространства


противоположный элемент � EMBED Equation.2  ��� равен элементу � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 5. Для того чтобы элементы � EMBED Equation.2  ��� были линейно


зависимы необходимо и достаточно, чтобы один из этих элементов


являлся линейной комбинацией остальных элементов.





     Теорема 6. Если среди элементов � EMBED Equation.2  ��� имеется нулевой элемент, то эти элементы линейно зависимы.





     Теорема 7. Если часть элементов � EMBED Equation.2  ��� являются линейно


зависимыми, то и все эти элементы являются линейно зависимыми.





     Теорема 8. Каждый элемент � EMBED Equation.2  ��� линейного пространства может


быть разложен по базису  � EMBED Equation.2  ��� единственным способом, т.е.


его координаты относительно этого базиса определяются однозначно.





     Теорема 9. При сложении любых двух элементов линейного пространства их координаты (относительно любого фиксированного


базиса) складываются; при умножении произвольного элемента


на любое число � EMBED Equation.2  ��� все координаты этого элемента умножаются на � EMBED Equation.2  ���.





     Теорема 10. Если линейное пространство имеет размерность n, то


любые n линейно независимых элементов этого пространства образуют


его базис.





     Теорема 11. Если линейное пространство имеет базис, состоящий


из n элементов, то его размерность равна n.





     В дальнейшем базис � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���


в пространстве вектор-столбцов высоты n будем называть каноническим.





     Пусть в линейном пространстве � EMBED Equation.2  ��� даны два произвольных базиса


� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Разложим элементы второго


базиса по первому базису:


     � EMBED Equation.2  ��� или в матричной форме � EMBED Equation.2  ���.


Здесь матрица � EMBED Equation.2  ��� называется матрицей перехода от первого базиса � EMBED Equation.2  ��� ко


второму базису � EMBED Equation.2  ���. Используется также обозначение � EMBED Equation.2  ���. Правило нахождения матрицы перехода � EMBED Equation.2  ���: в j-ом столбце этой матрицы стоят


координаты вектора � EMBED Equation.2  ��� в базисе � EMBED Equation.2  ���.


    Разложение произвольного элемента � EMBED Equation.2  ��� по выбранным базисам может быть записано в матричной форме


               � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� - вектор-столбцы координат данного элемента в первом и


во втором базисах соответственно. При этом справедливы формулы


                   � EMBED Equation.2  ���,


которые называются формулами преобразования координат вектора при


преобразовании базиса (при переходе к новому базису).





     


               Пример.





     Пусть � EMBED Equation.2  ��� - канонический базис в � EMBED Equation.2  ��� и


заданы векторы � EMBED Equation.2  ���.


Доказать, что система векторов � EMBED Equation.2  ��� образует базис и найти


разложение вектора � EMBED Equation.2  ��� по этому базису.


 � EMBED Equation.2  ��� Матрица � EMBED Equation.2  ���, составленная из столбцов координат векторов � EMBED Equation.2  ��� в базисе � EMBED Equation.2  ���, является невырожденной,


и, следовательно, векторы � EMBED Equation.2  ��� являются линейно независимыми и  также образуют базис. При этом матрица � EMBED Equation.2  ��� является матрицей перехода от базиса � EMBED Equation.2  ��� к базису � EMBED Equation.2  ���. Так как � EMBED Equation.2  ���.


Поэтому по формуле преобразования координат


� EMBED Equation.2  ��� и искомое разложение имеет вид � EMBED Equation.2  ���.











                   Задачи





1. В пространстве � EMBED Equation.2  ��� даны векторы   � E
